
� ·¨±«¥®¬ ¯®±²°®¥¨¨  ²²° ª²®°®¢

¯®«³¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬

�®°¥¢ �.�.

�®² ¶¨¿. � ¤ ®© ° ¡®²¥ ¤«¿ ¯®«³¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ (���)

®¡« ¤ ¾¹¨µ ª®¬¯ ª²»¬  ²²° ª²®°®¬, µ®°®¸¥© ´³ª¶¨¥© �¿¯³®¢ , ª®-

¥·»¬ ·¨±«®¬ ¨§®«¨°®¢ »µ, ¢®§¬®¦® ¥£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨µ, ¥¯®¤¢¨¦-

»µ ²®·¥ª, ¿¢® °¥¸ ¥²±¿ § ¤ ·  ·¨±«¥®£®  µ®¦¤¥¨¿  ²²° ª²®°  ±

²°¥¡³¥¬®© ²®·®±²¼¾.

� ° ¡®²¥ ¯°¨¬¥¿¾²±¿ ®¢»¥ °¥§³«¼² ²» ® ±²°³ª²³°¥ ¥³±²®©·¨¢»µ

¬®£®®¡° §¨© ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ¥£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®© ²®·ª¨.

�¢¥¤¥¨¥.

� ª®¶³ 40-µ £®¤®¢, ¢ ®±®¢®¬, ¡»«  ¯®±²°®¥  ²¥®°¨¿ ¯°¥¤¥«¼»µ

¬®¦¥±²¢ ¤«¿ ��� ¢ «®ª «¼® ª®¬¯ ª²»µ ¯°®±²° ±²¢ µ. �¥°¢»¥ °¥-

§³«¼² ²» ¤«¿ ��� ¤¥©±²¢³¾¹¨µ ¢ ¥«®ª «¼® ª®¬¯ ª²»µ ¯°®±²° ±²¢ µ

¡»«¨ ¯®«³·¥» ¢ ° ¡®² µ �¦. �¥©«  ¨ ¥£® ª®««¥£ [1] ¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨

��� ± § ¯ §¤»¢ ¾¹¨¬  °£³¬¥²®¬. �°¨¡«¨§¨²¥«¼® ¢ ½²® ¦¥ ¢°¥¬¿ �.�.

� ¤»¦¥±ª ¿ [2] ¤«¿ ¤¢³¬¥°»µ ³° ¢¥¨© � ¢¼¥-�²®ª±  ¯®±²°®¨«  ¬®-

¦¥±²¢® M, ° ¢®¬¥°® ¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¥¥ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ®£° ¨·¥®¥ ¯®¤-

¬®¦¥±²¢® B ¨±µ®¤®£® ¯°®±²° ±²¢  H . �»«  ¤®ª §   ¬¨¨¬ «¼®±²¼

¤ ®£® ¬®¦¥±²¢  ±°¥¤¨ ¢±¥µ, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ½²¨¬ ±¢®©±²¢®¬, ±²°®£ ¿ ¨-

¢ °¨ ²®±²¼ ®²®±¨²¥«¼® ° §°¥¸ ¾¹¥£® ®¯¥° ²®°  § ¤ ·¨. �°¥¤¨ ¢±¥µ

±²°®£® ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¯°®±²° ±²¢ ,M ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼-

»¬. � ¬® M ª®¬¯ ª²® ¨ ±¢¿§®. �  ¥¬ ¨±µ®¤ ¿ ¯®«³£°³¯¯  S(t; h)

¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ¥¯°¥°»¢®© £°³¯¯». � ¦¤ ¿ ¯®« ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¨§ M

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥¥ ®°²®¯°®¥ª¶¨¥©   ¥ª®²®°®¥ ´¨ª±¨°®¢ ®¥ ª®¥·®¬¥°-

®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®. �®±²°®¥®¥ ¬®¦¥±²¢® ¡»«®  §¢ ® ¬¨¨¬ «¼»¬

£«®¡ «¼»¬ B{ ²²° ª²®°®¬ ���. �  ±²®¿¹¨© ¬®¬¥² M ®¡»·®  §»-

¢ ¾² [3] £«®¡ «¼»¬  ²²° ª²®°®¬.

�¥®°¨¿  ²²° ª²®°®¢ ½¢®«¾¶¨®»µ ³° ¢¥¨© (²¥®°¨¿ £«®¡ «¼®© ³±²®©-

·¨¢®±²¨) ´®°¬¨°®¢ « ±¼ ¢ ° ¡®² µ �.�. � ¡¨ , �.�. �¨¸¨ª  [4], �.�.

� ¤»¦¥±ª®© [5], �. �¥¬ ¬  [3] ¨ ¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¥©. �®«³·¥»¥ ª  -

±²®¿¹¥¬³ ¬®¬¥²³ °¥§³«¼² ²» ®µ¢ ²»¢ ¾² ¢¥±¼¬  ¸¨°®ª¨© ª« ±± § ¤ ·

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨.

�¢®©±²¢® ª®¬¯ ª²®±²¨ £«®¡ «¼®£®  ²²° ª²®°  ¯®§¢®«¿¥²  ¯¯°®ª±¨-

¬¨°®¢ ²¼ ¥£® ª®¥·®© "-±¥²¼¾ ± «¾¡®© ²®·®±²¼¾. �¬¥¥²±¿ ¯®ª° ©¥©

¬¥°¥ ¤¢  ¯®¤µ®¤  ª ¯®±²°®¥¨¾ ² ª®©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨. �¥°¢»© ¯®¤µ®¤

®±®¢    ±¢®©±²¢¥ ° ¢®¬¥°®£® ¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³ [6] ¯°®¨§¢®«¼-

®£® ®£° ¨·¥®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢ , ¢²®°®© {   ¢®§¬®¦®±²¨ ¯°®¤®«¦¨²¼

 M ¨±µ®¤³¾ ��� ¤® ¥¯°¥°»¢®© £°³¯¯» [7]. � ¤ ®© ° ¡®²¥ ¬» ®±² -

®¢¨¬±¿   ¯¥°¢®¬ ¯®¤µ®¤¥. �£® ±³²¼ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ·¨±«¥®© °¥ «¨§ ¶¨¨

1



¨§¢¥±²®© ´®°¬³«»:

M =
\
t�0

[S(t; B)]H

�¥±¬®²°¿    «¨·¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ  «£®°¨²¬®¢, (®²¬¥²¨¬ ±³¹¥±²¢¥-

³¾ ¥²°¨¢¨ «¼®±²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¨µ ±µ®¤¨¬®±²¨) ¨ ®£°®¬®¥ ·¨±«®

ª °²¨®ª ²¨¯  "±²° »¥  ²²° ª²®°»", ±ª®«¼ª®-¨¡³¤¼ ±²°®£¨¥ ·¨±«¥-

»¥ ° ±·¥²» ¯° ª²¨·¥±ª¨ ®²±³²±³²¢³¾².

� ¯¥°¢³¾ ®·¥°¥¤¼ ½²® ±¢¿§ ® ± ®£°®¬®© ¢»·¨±«¨²¥«¼®© ²°³¤®¥¬ª®-

±²¼¾ ¤ »µ § ¤ · { ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ "-±¥²¨,  ¯°¨¬¥° ± " � 10�2,  ¯¯°®ª-

±¨¬¨°³¾¹¥©  ²²° ª²®°  ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ °¥¸¨²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ¥±² -

¶¨® °®¥ ³° ¢¥¨¥   ¥ª®²®°®¬ ®²°¥§ª¥ [0; T ] ± ¯®°¿¤ª  (C")�N ° §-

«¨·»¬¨  · «¼¨¬¨ ¤ »¬¨. �°¨ ½²®¬ C � 1   N � 102 ±®¢¯ ¤ ¥²

± ° §¬¥°®±²¼¾ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ´³ª¶¨©   ª®²®°®¬ ¨¹¥²±¿ °¥¸¥¨¥, ¢

¬¥²®¤¥ ±¥²®ª ¤«¿ ³°·¯ { ± ª®«¨·¥±²¢®¬ ³§«®¢ ±¥²®ª.

�°¨ ½²®¬ ®²±³²±²¢³¥² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨©  ¯¯ ° ² ®¡®-

±®¢ ¨¿ "¤®±²®¢¥°®±²¨" ¯®«³·¥»µ ª °²¨®ª, ª®²®°»©, ¢ ¥ª®²®°»µ

±«³· ¿µ, ¬®¦® ¡»«® ¡» ª®¬¯¥±¨°®¢ ²¼ ¤®¯®«¨²¥«¼»¬¨ § ²° ² ¬¨. �

±¢¿§¨ ± ½²¨¬,  ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ª« ±±¨·¥±ª¨µ § ¤ · � ´¥-�´ ²  [12] ¨ ³° ¢-

¥¨© �®°¥¶  ®²±³²±²¢³¾² ·¨±«¥»¥ ½ª±¯¥°¨¬¥²» ¯® ¯®±²°®¥¨¾  ²-

²° ª²®° , µ®²¿ ®¯¨± ¨¾ ¥£® ±²°³ª²³°» ³¤¥«¥® ¬®£® ¬¥±² , ¨ ª®²®° ¿

¯°®¤®«¦ ¥² ³²®·¿²¼±¿ [11].

� ¤ ®© ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¨ ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª  [8] ¯°®¡«¥¬»  ¯-

¯°®ª±¨¬ ¶¨¨  ²²° ª²®°  ± ²°¥¡³¥¬®© ²®·®±²¼¾. � ®¤®© ±²®°®» ® 

½ª¢¨¢ «¥²  ¢ ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ [9] ¨±µ®¤®©, ± ¤°³£®© { ¯®§¢®«¿¥² ¿¢®

°¥¸¨²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ § ¤ ·³ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ª« ±±  ���.

�³²¼ ½²®£® ¯®¤µ®¤  § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ±¢®©±²¢ ´³ª¶¨¨ ±ª®-

°®±²¨ ¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³. �²¬¥²¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ´³ª¶¨¨

±ª®°®±²¨ ¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³ ¥±²¥±²¢¥® ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿

£«®¡ «¼®£®  ²²° ª²®° .

1. �²²° ª²®°» ¯®«³¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬.

�³±²¼ H { �  µ®¢® ¯°®±²° ±²¢® ± ®°¬®© k � k, T { ¥²°¨¢¨ «¼ ¿

¯®¤£°³¯¯   ¤¤¨²¨¢®© £°³¯¯» ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« R, T+ = T \ [0;+1[ {

¯®«³£°³¯¯  ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¨§ T , ¨ S : H � T+ ! H { ¥¯°¥-

°»¢®¥ ¯® ¢²®°®¬³  °£³¬¥²³ ®²®¡° ¦¥¨¥, ®¡« ¤ ¾¹¥¥ ¯®«³£°³¯¯®¢»¬

±¢®©±²¢®¬

S(t1; S(t2; u)) = S(t1 + t2; u); 8t1; t2 2 T+;8u 2 H

�°®©ª³ fH; T+; S(�)g ¯°¨¿²®  §»¢ ²¼ ¯®«³¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© (���).

�°¨ ½²®¬H ¥±²¼ ¯°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© ±¨±²¥¬», °®«¼ ¢°¥¬¥¨ ¨±¯®«¿¥²

T+,   ½¢®«¾¶¨¿ ±¨±²¥¬» § ¤ ¥²±¿ ®¯¥° ²®°®¬ S(�). �±«¨ T = R, ²® °¥·¼

¨¤¥² ® ¯®«³¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ ± ¥¯°¥°»¢»¬ ¢°¥¬¥¥¬.

�®¦¥±²¢® Ba � H  §»¢ ¥²±¿ B-¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ¥-

ª®²®°®© ���, ¥±«¨ ®® § ¬ª³²® ¨ dist(S(t; B); Ba) ! 0 ¯°¨ t ! 1 ¤«¿
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«¾¡®£® ®£° ¨·¥®£® ¬®¦¥±²¢  B � H .

dist(B;Ba) = sup
y2B

fdist(y;Ba)g ; dist(y;Ba) = inf
x2Ba

kx� yk

�¨¨¬ «¼®¥ B-¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢®, ¥±«¨ ² ª®¥ ±³¹¥±²¢³¥²,  -

§»¢ ¥²±¿ £«®¡ «¼»¬  ²²° ª²®°®¬. � ¤ ®© ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿

��� ± ª®¬¯ ª²»¬  ²²° ª²®°®¬. �«®¡ «¼»©  ²²° ª²®° M {  ¨¡®«¼-

¸¥¥ ±²°®£® ¨¢ °¨ ²®¥ ¬®¦¥±²¢®

S(t;M) =M; t � 0;

¯°¨²¿£¨¢ ¾¹¥¥ ª ¦¤®¥ ®£° ¨·¥®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® B.

�£° ¨·¥®¥ ¬®¦¥±²¢® Ba  §»¢ ¥²±¿ ¯®£«®¹ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ¥-

ª®²®°®© ���, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ®£° ¨·¥®£® ¬®¦¥±²¢  B � X ±³¹¥-

±²¢³¥² ² ª®¥ ¢°¥¬¿ T (B), ·²®

S(t; B) � Ba; 8t � T;

².¥. «¾¡®¥ B  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® ¬®¬¥²  ¯®¯ ¤¥² ¢ ¬®¦¥±²¢® Ba ¨

®±² ¥²±¿ ¢ ¥¬  ¢±¥£¤ . �±«¨ ��� ®¤« ¤ ¥² ² ª¨¬ ¯®£«®¹ ¾¹¨¬ ¬®-

¦¥±²¢®¬, ²® ¥¥  ²²° ª²®° ¬®¦¥² ¡»²¼  ©¤¥ ¯® ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬³«¥

M =
\
t�0

[S(t; Ba)]H

�±«¨ H ±¢¿§®, ²® M ±¢¿§®. � ±«³· ¥ ª®£¤  ¯®«³£°³¯¯  ®¡« ¤ ¥² £«®-

¡ «¼»¬  ²²° ª²®°®¬ M , «¾¡ ¿ ®ª°¥±²®±²¼  ²²° ª²®°  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®£«®-

¹ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬. �²¨ ´ ª²» { ±«¥¤±²¢¨¥ ¡®«¥¥ ±¨«¼»µ ³²¢¥°¦¤¥¨©,

¤®ª § »µ ¢ [5] (±¬. ² ª¦¥ [?]).

1.1 �®«³¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬» ± ¯ ° ¬¥²°®¬. �³±²¼ ° §°¥-

¸ ¾¹¨© ®¯¥° ²®° ¨±µ®¤®© § ¤ ·¨ S(�) = S�(�) § ¢¨±¨² ®² ¥ª®²®°®£®

¯ ° ¬¥²°  � 2 �. �°¨ ½²®¬ S(t; �) � S�0(t; �).

� ¤ ®¬ ° §¤¥«¥ ¯°¥¤¯®«®£ ¾²±¿ ¢»¯®«¥»¬¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿ (�):

1. � { ¥ª®²®°»© ¬¥²°¨·¥±ª¨© ª®¬¯ ª² ± ¬¥²°¨ª®© �(�; �) ¨ �0 ¿¢«¿¥²±¿

¥¨§®«¨°®¢ ®© ²®·ª®© �.

2. ��� fH; T+; S�(�)g ¤«¿ ª ¦¤®£® � 2 � ¨¬¥¥² ¯®£«®¹ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢®

B� ¨ ¥¯³±²®©  ²²° ª²®°M�.

3. �³¹¥±²¢³¥² ®£° ¨·¥®¥ ¯®£«®¹ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢® Ba, ±®¤¥°¦ ¹¥¥

¢±¥ B�.

�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ®¯¥° ²®°®¢ S�(�),  §»¢ ¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ±« ¡®

±µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ ²®·ª¥ �0   ¥ª®²®°®¬ ®£° ¨·¥®¬ ¬®¦¥±²¢¥ B, ¥±«¨

8" > 0 ¨ 8T > 0 ±³¹¥±²¢³¥² � ² ª®¥, ·²® ¢ ¥ª®²®°®© ª®¥·®© ²®·ª¥

T0 � T ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ®¶¥ª 

kS�(T0; u)� S�0(T0; u)k � " 8� 2 O� (�0) ; 8u 2 B
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�±«¨ ¯®«³£°³¯¯  ®¡« ¤ ¥² ¥¯³±²»¬  ²²° ª²®°®¬M�, ²® «¾¡ ¿ § ¬ª³² ¿

®ª°¥±²®±²¼  ²²° ª²®°  O"(M�), ¿¢«¿¥²±¿ ¯®£«®¹ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬, ².¥.

8" > 0 ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ®£° ¨·¥®£® ¬®¦¥±²¢  B ±³¹¥±²¢³¥² ¢°¥¬¿

¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³ T = T (�; "; B) ² ª®¥, ·²® S�(t; u) 2 O"(M�) ¯°¨

t � T;8u 2 B.

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¨§¢¥±²  ´³ª¶¨¿ (¢®§° ±² ¾¹ ¿) �(�; "; Ba), § -

·¥¨¥ ª®²®°®© ¥±²¼ ¢°¥¬¿ ¯°¨²¿¦¥¨¿ ¯®£«®¹ ¾¹¥£® ¬®¦¥±²¢  Ba ª "-

®ª°¥±²®±²¨  ²²° ª²®°  M�. � «¥¥  ¬ ² ª ¦¥ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ®¡° ² ¿ ª

¥© ´³ª¶¨¿ 	(�; t; Ba), ª®²®°³¾ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ´³ª¶¨¥© £«®¡ «¼®£®

¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³:

dist(S�(t; Ba);M�) � 	(�; t; Ba); t � 0:

�«¿ ¯®«³¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ± ª®¬¯ ª²»¬  ²²° ª²®°®¬ ¬®¦®  ¯-

¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ ¬®¦¥±²¢®M ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ ±¯¥¶¨ «¼® ¯®±²°®¥-

»µ [6] ¯®ª°»²¨©, ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ª ¥¬³ ¢ µ ³±¤®°´®¢®© ¬¥²°¨ª¥. �¤ ª®, ¢

½²®¬ ±«³· ¥ ®²±³²±²¢³¾² ¿¢»¥ ®¶¥ª¨ ¡«¨§®±²¨. � ° ¡®²¥ [8] ¤«¿  ¯¯°®ª-

±¨¬ ¶¨¨  ²²° ª²®° M ¨±µ®¤®© ¯®«³¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ¯°¥¤«®£ «®±¼

° ±±¬®²°¥²¼ ¬®¦¥±²¢® S�(T;B
"

a
): �¤¥±¼ B"

a
| ¥ª®²®° ¿ "{±¥²¼ ¯®£«®¹ -

¾¹¥£® ¬®¦¥±²¢  Ba:

B"

a
= fui 2 Ba; i = 1; 2; :::; N0 j 8v 2 Ba 9i0 : kui0 � vk � "g :

�§ ¯®«³·¥»µ °¥§³«¼² ²®¢, ¢ · ±²®±²¨, ±«¥¤³¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.

�³±²¼ X | ª®¬¯ ª²®¥ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®°®¬ ®¯°¥¤¥-

«¥» ¤¢¥ ¯®«³¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬» fX; T+; S�0(�)g ¨ fX; T+; S�(�)g, ° §-

°¥¸ ¾¹¨¥ ®¯¥° ²®°» ª®²®°»µ ¢ ¥ª®²®°»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ T ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¾² ±«¥¤³¾¹¨¬ ¥° ¢¥±²¢ ¬:

kS�0(T; u)� S�0(T; v)k � Lku� vk; kS�0(T; u)� S�(T; u)k � " (1)

8u; v 2 Ba:

�³±²¼ T � �(�0; "1; Ba), ².¥. §  ¢°¥¬¿ T ª ¦¤ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¯°¨²¿£¨¢ ¥²±¿

ª "1-®ª°¥±²®±²¨  ²²° ª²®° M:

S�0(t; u) � O"1
(M); 8t � T;8u 2 Ba: (2)

�¬¥¥² ¬¥±²®

�¥®°¥¬  1. �³±²¼ ®¯¥° ²®°» S�; S�0 ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¿¬ (1); (2).

�³±²¼ ¬®¦¥±²¢® B"2
a

¿¢«¿¥²±¿ ª®¥·®© "2-±¥²¼¾ ¬®¦¥±²¢  Ba. �®-

£¤  ¬®¦¥±²¢® B1 = S�(T;B
"2
a
) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ¢«®¦¥¨¿¬:

B1 � O"1+"(M); M� O"+L"2(B1)
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� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¤«¿ ±« ¡® ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ®¯¥° ²®°®¢ ¯°¥¤«®¦¥»©  «£®-

°¨²¬ ¯®§¢®«¿¥²  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼  ²²° ª²®° § ¤ ·¨ ± ²°¥¡³¥¬®© ²®·®-

±²¼¾ ¢ µ ³±¤®°´®¢®© ¬¥²°¨ª¥. �®²¿ ¤ »© °¥§³«¼² ² ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¡®«¼¸¥©

±²¥¯¥¨ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨¬, ² ª ª ª ²°¥¡³¥²  µ®¦¤¥¨¿ ®¡° §  ¤«¿ ª ¦¤®£®

½«¥¬¥²  B"2
a

¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ T � 1, ® ¯®§¢®«¿¥² ·¨±«¥® ¯®±²°®¨²¼

 ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨  ²²° ª²®°®¢ ¬®¤¥«¼»µ ��� £° ¤¨¥²®£® ¢¨¤ .

2. �®±²°®¥¨¥ ´³ª¶¨¨ £«®¡ «¼®£® ¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³.

� «¥¥ ¢ ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¤¨±ª°¥²»¥ ���. �°¨ ½²®¬ ¢°¥¬¿ § -

¤ ¥²±¿ ¯®«³£°³¯¯®© T+ = fnt0; n 2 N+g ± ¥ª®²®°»¬ t0 > 0,   ° §°¥¸ ¾-

¹¨© ®¯¥° ²®° § ¤ ·¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤ S(h) = S(t0; h) ² ª, ·²® S
k(h) = S(t0k; h).

�²¬¥²¨¬, ·²® ¤®ª § »¥ ¢»¸¥ °¥§³«¼² ²» ±² ¤ °²»¬ ®¡° §®¬ [10] ¯¥-

°¥®±¿²±¿   ±«³· © ¤¨±ª°¥²»µ ���.

�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿M ±«¥¤³¥², ·²® ¢±¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ° §°¥¸ ¾¹¥£®

®¯¥° ²®°  ±®¤¥°¦ ²±¿ ¢  ²²° ª²®°¥ § ¤ ·¨. � ° ¡®² µ [4], [5] ¨ [10] ° ±±¬®-

²°¥ ª« ±± ��� ¤«¿ ª®²®°®£® ³¤ ¥²±¿ ¢®±±² ®¢¨²¼ ±²°³ª²³°³  ²²° ª²®° 

¯® ¯°®¨§¢®«¼® ¬ «»¬ ®ª°¥±²®±²¿¬ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª.

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ W(S;O) ¥³±²®©·¨¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¥

¯®¤¬®¦¥±²¢  O ¯°®±²° ±²¢  H , ².. "¨±µ®¤¿¹¨© ³± �¤ ¬ ° ":

W(S;O) = fu0 2 O : 9uk 2 O; uk = S(uk+1); k = 0; 1; 2; ::g

�®£¤  ¨¬¥¾² ¬¥±²® [5, 10] ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿:

�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �³±²¼ ¤¨±ª°¥² ¿ ¯®«³£°³¯¯ 
�
Sk(�); k 2 N+

	
 

§ ¬ª³²®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥ B �  µ®¢  ¯°®±²° ±²¢  ®¡« ¤ ¥² ª®¬¯ ª²-

»¬ £«®¡ «¼»¬  ²²° ª²®°®¬ M. �®£¤ 

M =W(S;B)

�¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿ V : B ! R  §»¢ ¥²±¿ µ®°®¸¥© ´³ª¶¨¥© �¿¯³-

®¢  ¤«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ S, ¥±«¨ V (S(h)) < V (h) 8h 2 B; t > 0, ¥±«¨ ²®«¼ª®

S(h) 6= h.

�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²®  ²²° ª²®° M ¥ª®²®°®© ��� ¨¬¥¥² ±²°³ª²³°³

²¨¯  �®°± -�¬¥©«  ¥±«¨ M ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¬®¦¥±²¢ 

²®·¥ª ¯®ª®¿ ¨ ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¯®«»µ ²° ¥ª²®°¨©, ¨µ ±®¥¤¨¿¾¹¨µ. �«¥-

¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ±®¤¥°¦¨² ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿, ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ª®²®°»µ

 ²²° ª²®° ¨¬¥¥² ±²°³ª²³°³ ¤ ®£® ²¨¯ .

�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2. �³±²¼ ¤¨±ª°¥² ¿ ¯®«³£°³¯¯ 
�
Sk(�); k 2 N+

	
  § -

¬ª³²®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥ B �  µ®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¨¬¥¥² µ®°®¸³¾ ´³ª-

¶¨¾ �¿¯³®¢ , ª®¬¯ ª²»© £«®¡ «¼»©  ²²° ª²®° M ¨ ¬®¦¥±²¢® ¥-

¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª Z(S) =
�
zi : S(zi) = zi

	N
i=1

° §°¥¸ ¾¹¥£® ®¯¥° ²®° 

ª®¥·®. �®£¤  ª ¦¤ ¿ ®£° ¨·¥ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ uk+1 = S(uk)
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±µ®¤¨²±¿ ª ¥ª®²®°®© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥ ¨ ¤«¿  ²²° ª²®°  ¨¬¥¥² ¬¥-

±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥:

M =
[

z2Z(S)

[

k2N+

Sk (W(S;Oz))

£¤¥ Oz ¿¢«¿¾²±¿ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «»¬¨ ®ª°¥±²®±²¿¬¨ ²®·¥ª z. �²²° ª-

²®° ±®±²®¨² ¨§ ¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª ¯®ª®¿ ¨ ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¯®«»µ ²° ¥ª-

²®°¨©, ¨µ ±®¥¤¨¿¾¹¨µ.

�«¿ ° ±±¬®²°¥»µ ��� ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ [4, 5, 10] ´³ª¶¨¾ £«®¡ «¼-

®£® ¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³   ¡ §¥ ¨´®°¬ ¶¨¨ ® ¯°¨²¿¦¥¨¨ ª  ²-

²° ª²®°³ ¢ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «»µ ®ª°¥±²®±²¿µ Oz ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª.

2.2 �«®¡ «¼®¥ ¯°¨²¿¦¥¨¥ ª  ²²° ª²®°³. � ° ¡®²¥ [10] ° ±±¬ -

²°¨¢ «±¿  «£®°¨²¬ ¯®±²°®¥¨¿ (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¥ª®²®°®£® ±¤¢¨£  ¯® ¢°¥-

¬¥¨) ´³ª¶¨¨ £«®¡ «¼®£® ¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³ ¯°¨  «¨·¨¨ «®ª «¼-

»µ ®¶¥®ª ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ±² ¶¨® °»µ ²®·¥ª. �¢»¥ ®¶¥ª¨ ¬®¦® ¯®-

«³·¨²¼ ¯°¨ ¥ª®²®°»µ ¤®¯®«¨²¥«¼»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ.

�¥®°¥¬  2. �³±²¼ ¤¨±ª°¥² ¿ ¯®«³£°³¯¯ 
�
H; T+; S

k(�)
	
  § ¬ª³-

²®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥ O �  µ®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¨¬¥¥² µ®°®¸³¾ ´³ª¶¨¾

�¿¯³®¢  V (�), ª®¬¯ ª²»© £«®¡ «¼»©  ²²° ª²®° M ¨ ¬®¦¥±²¢® ¥-

¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª Z(S) ¯®«³£°³¯¯» ª®¥·® ¨ ° ¢® N .

�³±²¼ ¨¬¥¥²±¿  ¡®° § ¬ª³²»µ ®ª°¥±²®±²¥© Oi(zi) � O, 1 � i � N ,

¤«¿ ª ¦¤®© ¨§ ª®²®°»µ ¨§¢¥±²  ³¡»¢ ¾¹ ¿ ´³ª¶¨¿  i(n) ¯°¨²¿¦¥¨¿

ª  ²²° ª²®°³ M, ².¥. ¥±«¨ h 2 Oi, ²®

dist(Sn(h);M) �  i(n); ¥±«¨ Sk(h) 2 Oi; ¯°¨ 0 � k � n (3)

�°¨ ½²®¬ ª ¦¤ ¿ ¯®« ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¯¥°¥±¥ª ¥² £° ¨¶³ ¯°®¨§¢®«¼®©

®¡« ±²¨ Oi ¥ ¡®«¥¥ ¤¢³µ ° § ¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ®¶¥ª :

dist(zi;Oj) > jOijL
2; ¯°¨ i 6= j;

§¤¥±¼ jOij { ¤¨ ¬¥²° ®ª°¥±²®±²¨ Oi, L { ª®±² ²  �¨¯¸¨¶  ®²®¡° -

¦¥¨¿ S(�). �¯°¥¤¥«¨¬ ¢ ®±² ¢¸¥©±¿ ¯®¤®¡« ±²¨ O0 = On

N[
i=0

Oi ´³ª¶¨¾

"¯°¨²¿¦¥¨¿" ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬  0(n) = Lndist(Sn(h);M).

�³±²¼ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ V (�) ¢»¯®«¥» ¥° ¢¥±²¢ :

0 < v � V (h) � V; ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® h 2 O;

V
�
S(h)

�
� qV (h); q < 1; 8h 2 O0 (4)

�®£¤  ¤«¿ n > 0 ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ®¶¥ª  £«®¡ «¼®© ±ª®°®±²¨

¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³:

dist(Sn0+n(h0);M) � max fjOj; Ln0g �	([n=N ] + 1)

6



£¤¥ n0 = [logq(v=V )] + 1, 	(n) = max
1�i�N

 i(n).

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ¬®¦¥² ¡»²¼ ®±³¹¥±²¢«¥® ¬¥²®¤ ¬¨ ° ¡®²»

[10]. �²¬¥²¨¬ ²®«¼ª®, ·²® ³±«®¢¨¥ (4) ¯®§¢®«¿¥² ®¶¥¨²¼ ¢°¥¬¿ n0 ¯°¥¡»-

¢ ¨¿ ²° ¥ª²®°¨¨
�
Sk(h)

	1
k=0

¢ ®¡« ±²¨ O0.

�®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ¯®§¢®«¿¾² ®¶¥¨²¼ ´³ª¶¨¾ £«®¡ «¼®£® ¯°¨-

²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³ ¤«¿ ��� ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

S(h) = h� �f(h); � = const > 0; f(h) = rF (h); h 2 Rn (5)

ª®²®°¥ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¿¢³¾  ¯°°®ª±¨¬ ¶¨¾ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-

®£® ³° ¢¥¨¿
d

dt
h(t) +rF (h) = 0 £° ¤¨¥²®£® ²¨¯ .

�³±²¼ ´³ª¶¨¿ f(h) : Rn ! Rn ®¯°¥¤¥«¥    ¥ª®²®°®¬ ª®¬¯ ª²¥

O 2 Rn, ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯°®±²° ±²¢³ C1(O)

max
h2O;i;j

j
@fi(h)

@xj
j = D2; £¤¥ fi(h) =

@F (h)

@xi

¨ ¨¬¥¥² ª®¥·®¥ ·¨±«® ³«¥©:

Z(S) =
n
zi 2 O : f(zi) = 0

oN
i=1

�³±²¼ ¤«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ zi 2 Z(S) ±³¹¥±²¢³¥² ®ª°¥±²®±²¼ Oi ¢ ª®²®°®©

¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ «¥¬¬» 3, ².¥. ¨¬¥¥² ¬¥±²® ®¶¥ª  (3). �°¨ ½²®¬ ¢

®±² «¼®© · ±²¨ ®¡« ±²¨ O0 ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®

min
h2O0

nX
i=1

f2
i
(h) = D2

1 > 0

�¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨ ¡³¤¥¬ ² ª¦¥ ±·¨² ²¼, ·²®

0 < Fmin � F (h) � Fmax h 2 O

�®£¤  ¢¥° 

�¥¬¬  1. �³±²¼ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ f(h) ¢»¯®«¥» ±´®°¬³«¨°®¢ »¥ ¢»¸¥

³±«®¢¨¿. �³±²¼ S(O) � O. �®£¤  ¯°¨

�D2n < 1; � =
�D2

1
(1� �D2n)

Fmax

< 1

´³ª¶¨¿ F (h) ¢ ®¡« ±²¨ O0 ¿¢«¿¥²±¿ µ®°®¸¥© ´³ª¶¨¥© �¿¯³®¢  ®²®-

¡° ¦¥¨¿ S(h):

F (S(h)) � qF (h); q = 1� �:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ (5) ¬®¦® ¿¢® ¯®±²°®¨²¼ ´³ª¶¨¾

£«®¡ «¼®£® ¯°¨²¿¦¥¨¿ ª  ²²° ª²®°³ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ¯¯°®ª±¨¬¨°®-

¢ ²¼  ²²° ª²®° ± ²°¥¡³¥¬®© ²®·®±²¼¾.
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